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In ce scripto me collige, in ordine de tractatione, propo- 
sitiones de theoria de congruentias intra numeros integro, que 
constitue primo parte de theoria de numeros que me spera 
conlice postea. 

Me adde et aliquo notitia historico et bibliographico, ut 
que lege potè cognosce origine et progressu de theoria et adhibe 
operas que contine suo explicatione. 

Me non arroga ad me ut asseque proposito omnino in per- 
fecto modo, sed me spera reverte ad incepto ut commuta et 
corrige, et adpone additamento sive in propositiones sive in 
notitia historico et bibliographico. Ideo me pete benevolentia et 
favore de ornili que excole et dilige tali parte de Analysi, 
que cum optimo iure Gauss appella regina de Mathematica 
et me es laeto recipe consilio de ornili genere. 

Operas 

que tracta de theoria de congruentias 

A. M. Leo end he, Essai sur la théorie des nombres. Paris 
P éd. an VI (1798); 2 F éd. 1808: S' éd. 1830; réimpression fac¬ 
simile de la troisième éd, Paris : Hermann, 1899 — Traductio 
in lingua germanico per H. Maser ex 3 ed., Leipzig 188(5; ex 
2 ed. Leipzig 1893. 

C. F. Gauss, Disquisitiones arithmeticae, Lipsiae, 1801 (= 
= V erke t. 1) — Traductione in franco de Poullet-Delisle 
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(Recherches arithmétiques, Paris, 1807) — Traductione in lingua 
germanico de H. Maser (Untesuchungen uber hohere Arith- 
metik, Berlin, 1880). 

L. Poinsot, Réflexions sur les principes fondamentaux de 
la théorie des nombres, Journal de Liouville, t. X, 1845. 

P. L. Tchebychef, Theoria de congruentias (in russo), S. Pe- 
troburgo, 1847. — Traductione in lingua germanico per H. 
Schapira, Berlin 1889. — Traductione in italico per I. Massa- 
rini, Roma 1895. 

V. A. Lebesgue, Exercices d’Analyse numérique, Paris 
1859; lnlroduction à la Théorie des nombres, Paris 1868. 

H. I. St. Smith, Report on tlie Theory of Numbers, British 
Assoc. for thè advancement of Se., 1859, p. 228; 1860, p. 120; 
1861, p. 292; 1863, p. 168; 1865, p. 322 = Coll. Math. Papers 
t. I., p. 38, 93, 163, 229, 263, 289. 

P. Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen uber Zahlentheorie, her- 
ausgegebenen von R. Dedekind, Braunschweig, 1 Auf. 1863, 2 
Auf. 1871, 3 Auf. 1879, 4 Auf. 1894. — Traductione in italico 
ex 3 ed. per A. Faifofer, Venezia, 1881. — Traductione in 
russo, parte 1, per J. M. Nasarjewy, S. Petroburgo, 1899. 

J. A. Serret, Cours d’Algebre Superieure, 4 e éd., 2 v., Pa¬ 
ris 1877, 5 e éd., 1885. 

— Traductione in lingua germanico per CI. Wertheim, Leipzig 
1878. 

G. Wertheim, Elemente der Zahlentheorie, Leipzig, 1887. 

J. Sochotzky, Algebra Superiore, v. 2, Fundamenta de 
theoria de numeros (in russo), S. Petroburgo, 1888. 

T. J. Stieltjes, Sur la theorie des nombres. Etude biblio- 
graphique. Ann. de Toulouse, IV, 1890, pp. 1-103; Paris, Gau- 
thier-Villars, 1895. 

E. Lucas, Théorie des Nombres, 1 . 1. Paris 1891. (Alio tomo 
non es publicato prò morte de auctore). 

P. Bachmann, Die Elemente der Zahlentheorie, Leipzig, 1892. 

G. B. Mathews, Theory of Numbers, Part. I, Cambridge 
1892. 

U. Scarpis, Primi elementi della Teoria dei numeri, Mi¬ 
lano, Hoepli, 1897. 

E. Caiien, Elements de la Théorie des nombres, Paris. 1900. 


p. Bachmann, Niedere Zahlentlieorie, Encykl. d. math. wiss. 
t . I, pp. 551-581. — I Teil, Leipzig, pp. X + 402, 1902. 

L. Kronecker, Vorlesungen uber Mathematik ; 2 Teil, 
Vorlesungen uber allgemeine Aritlimetik ; hrsg. von K. Hensel, 

1 Absch., Vorlesungen uber Zahlentlieorie, 1 Band, Leipzig, 
1901. 

G. Wertheim, Onfangsgrunde dee Zahlenlehre, Brami¬ 
seli weig, 1902. 

P. Gazzaniga, Gli elementi della teoria dei numeri, Padova, 
Fiat. Drucker, 1903. 

§ 1 Congruentias in genere 

l. w.neN, . a,b,c,de n . 3 : 

■\ ae b+mn .=. he a+mn .=. a—b ernn 

Gauss scribe relatione ae b+m n ita 
a—b (mod. m) 

et voca ilio « eongruentia » : « Si numerus a numerorum b, c 
differentiam metitur, b et c secundum a congrui dicuntur, sin 
minus, incongrui: ipsum a modulum appellamus. Uterque nu- 
nierorum b, c, priori in casu alterius residuum, in posteriori 
vero non residuum vocatur » (D. A., art. 1.). 

Legendre scribe a=&+M (m) et es contrario ad symbolo 
et denoniinatione de Gauss : « Ces équations entre des restes... 
se traitent coninie les équations ordinaires, sansqu’il soit besoin 
des signes nouveaux d’égalité ni des dénominations nouvelles 
assez incongrues, dont quelques géomètres font usage ». (Essai, 
etc., 2 a éd., 2° suppl., p. 12, note). 

Catalan seque notatione de Legendre : « Admirables (les 
Recherches Arithmétiques de Gauss) sauf les dénominations et 
la notation. Poullet-Delisle, traducteur de Gauss, dit qu’ elle. s 
peuvent étonner. De son còte, Legendre s’est raillé des espres- 
siO)is incongrues, adoptées par le Géometre de Brunswick. Mais 
Legendre et Delisle avaient des oreilles frangaises » (v. Mè¬ 
la)» ges mathématiques par E. C. Catalan, in Mémoires de la 
Société Royale des Sciences de Liège, t. XIII, s. 2, 1886, p. 334). 

Ilodie denoniinatione et symbolo de Gauss es communi ad 
maximo parte de auctore, sed non es necessario introduc novo 
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symbolo in ce scripto, quod notatlone ae ft-fwm es satis sim- 
plice. 

•2 ae b-\-m n . he c-\-mn .3- «£ c+mn 

•3 -3- a-\-c e 6+c+mn 

■31-.3- «—c £ &—C+mn 

- . ce fl+mn 3- a -\-° £ 6+d+mn 

•41 - 3- tt — c E b — d-\-m\ ì 

•5-3- ac E bc+m u 

•Si- .ce rf+mn 3- ac £ bd-\-mn 

•f>2 - . reN # .3. a 1 ' £ & r -fmn 

•6 ac e 6c+mn ■3. « £ 6+[m/D(c,w)]n 

•7 (6+mn)n(&-|-nn) &+mlt(m,?i)xn 

•8 a -e ii+nD(»s,« ) •3 “3 («+ wn W&+ wn ) 

•9 a£ 6+nD(»n,n) .3- («+-nr»)"(6+nn)= 

a+m|nocc3[«i£c/D(m,n) £ (b—a)/D(w,n)+nn/D(TO,»)] j 

•91 D(m,n)=l 3- (a-fnm)«(&+nw) = a+nm^ft — n+nn) 


§2 Residuo de functiones particulari 

2. pfiNp . m,n£ N, 3= 

•1 C{m,n) e C[quot(m,p), quot(/i,p)]X 
xC[rest(m,p),restai, p)\ +- pn 

•2 C(m,n) £ /7[C|rest[quot(m,p r )],rest[quot(«,p r ),p]||r,N,]-|-np 
■21 m,n e np 3- C(m,n) £ C[quot(m,p), quot(n,p)]+np 
•22 n£ 1 — (p— 1 ) 3- C(P> n ) £ NjXp 
SLeibniz, Math. Schr., t.7, p.l02j 
•23 n£0—(p— 1) 3- C(p—l,n) £ (— 1)”H-N 0 xp 
•24 tt£0— (p— 2) .3. C(p—2,n) £ (— I) n (n+1)+N 0 xp 
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•25 neO-(p-8) 3- C(p-3,n) e (-1)>+1 )(w+2)/2+N,X)3 
•26 pE Np-t'2 . ne 2"'(p — 1) 3- C(P+l) n ) £ N,Xp 
J2-1-2---26, Lucas, American J. a. 1878, t. I. p. 229, et Théorie 
des nombres, 1891, pp. 417-420J 
P2-22 = Form. 1902, p. 72, 12 7 . -23 = F, p. 72, 12 71 . 24 = F, p. 72, 
12-73 . -26 - F, p. 72, 12-72. 

* 3. pe Np . meN, 3 : 

•! m -e (p —1)XN 0 O. 2[1-(jj-Ì)]“ e N,Xp 
|Lionnet, v. Catalan, Mém. de l’Ac. de Belgique, t. 46, 1886, 
p. 14j 

•2 m e (p- 1)XN„ .3 2[1-(P— 1)]“ e — 1+N t xp 

•3 peNp . p>3 3- nt2/[l"'(2>—1)] £ p’XNj 
jOsBORN, 1892, The Messenger of Math., t. 22, p. 51 j 

•4 peNp . p> 3 3- nt2/[l-(p—l)] a £ 7 >XN, 

JGlaisher, 1900, Quarterly Journ. of Math. t. 31, p. 337j 
P31 = F, p. 138, 20 1 . -3 = F, p. 138, 20 1 . -4 = F, p. 138, 20-2. 

§ 3 Theorema de Fermat, de Eulero et de Wilson 

& 4. meNj. peNp . aen 3 : 

■ i D(a,m)=l 3- e l+»«i 

Ce propositione es dicto « theorema de Eulero », nani ilio 
pertine ad Eulero, que primo stude functione <P (Euler, Novi 
Comm. Acad. Se. Petrop. a. 1760-61, t. 8, pp. 85-103, Act. Ac. 
Se. Petrop. a. 1780, t. 4,, p. 18; <Pm= numero de numeros que 
non supera m et es primo cara m). Symbolo <P es introducto 
a Gauss (1801, Werke t. 1 p. 30); Eulero ute simbolo 77 (Acta 
Ac. Se. Petrop., 1780, p. 18). Lucas (T. de Nombres, 1891) voca 
ilio indicatore, vocabulo introducto a Cauchy (Oeuvres, s. 1, t. 
6, p. 124) in sensu pauco differente). 

•il a -e np 3- a" -1 e 1+np 

Ce theorema maxime elegante et fondamentali in theoria 
de congruentias es appellato theorema de Fermat, quod Fermat 
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primo (a. 1640) enuntia ilio (v. Oeuvres, Paris 1891, t.2 p. 209). 
Leibniz primo demonstra ilio (Math. Schr. t. 7, p. 154), sed suo 
demonstratione non es noto in tempore de Gauss (v. D. A. n. 54 
nota). 

Eulero publica primo demonstratione in Comm. Ac. Se. 
Petrop., t. 8, p. 143 (a. 1736), et altero in Novi Comm. Ac. Se. 
Petrop., t. 8, p. 70. Vide et Lambert, Acta Eruditorum, a. 1769, 
p. 109; Gauss, D. A. art. 49-51; Legendre, Essai etc 2 e éd 
n. 129. 

Secundum Heans (Messenger of Math., a. 1898, t. 27, p. 174), 
Mathematicos sinense novi ce theorema, per a=2, e tempore de 
Confucio (Con-fu-tse) a. -550 M -447; sed illos puta es vero 
propositione inverso : 

P £ N, . 2p —2 e N,Xp 3- P £ Np, 

quod es falso (v. meo scripto : Sui numeri composti che veri¬ 
ficano la congruenza di Fermat a /M =l (mod. P), Ann. di Mat, 
a. 1903, t. 9, s. 3, pp. 139-160; v. et P 49, 50 de ce scripto). 

•2 me (Nj-MHNp 3 (m—2)\ e N,m 
•3 (p—2 )! e 1+N,xp 
{2-3 Leibniz, Mss. Mat. t.3 Bll fol. 10 
’* (P-1)! e-l+N.xp 

Ce propositione es dicto « theorema de Wilson » , quod 
Waring, ( Meditationes Algebricae, ed. I., a. 1770, p. 218; ed. 
Ili, a. 1782, p. 382), attribue ilio ad Wilson, suo discipulo. Primo 
demonstratione de ce P. pertine ad Lagrange (Nouv. Mém de 
1 Ac. de Bei lin, a. 1771, t. 2, p. 125 = Oeuvres, t. 3, p. 425). Eulero 
trade novo demonstratione in Opuscula analytica, S. Petr. a. 1783, 

1.1., p. 329), Gauss alio in Disquis. aritli., art. 77 et alio Legendre 
in Essai, 2 e ed. n. 130. 

Theoi ema de Wilson es casu particulari de propositione 
circa numeros primo que pertine ad J. Steiner (J. f. Math. 
t. 13, a. 1835, p. 356 = Werke t. 2, p.7 : vide et Jacobi, ibidem 
t. 14, a. 1835, p. 64 = Werke t. 6, p. 262). 

•8 VE Np .=. pcN.+l . (p— 1)!+1 £ N,xp 
■6pe 4N t +l 3. |[(7>—1)/2] !j* e -1+N ,xp 
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- p E 4N-1 Q. |[(p+l)/2jìj’ £ 1+N ( xp 
(P •(; -7 es enuntiato in Meditationes algebricae de Waring 
( a. 1770) sed demostratione pertine ad Lagrange (a. 1771, Oeuvres, 
t. 3, p. 431) Vide et Legendre, Essai, 2 e éd, n. 131. : 

P *7 potè es enuntiato 

pe 4N, 1 3 . [(p+l)/ 2 ]'l £ (l+N 4 xpM— 1+N t xp) 

Quaestione de investiga in quali casu residuo de |(p+l)/2]f, 
sequente modulo p, es congruo 1 aut —1, posito a Lejeune- 
Dirichlet (J. f. Math., t. 3, a 1828, p. 401 = Werke t. 1, p. 105) 
es resoluto a Jacobi (ibidem, t. 9, 1832, p. 1,89 = Werke t. 6, 
p. 240), que trade ce propositione 

pE 4Nj —1 3 [(p+l)/2]l £ (—l)| s Num[(p+l)/2"*p « n’-fnp] 
Kronecker et Liouville da alio regulas minus simplice [J. de 
Math (2), t. 5, 1860, p. 127, 267] 

•8 ms (Np-t2)[ s N 1 « 2[(Np-t2)f s NJ w «4 3 
n x3[D(x,m)=l]\ e — 1+Npn 

•9 ms N, -li -(Np-< 2 )| S N 1 - 2 [(Np-t 2 )P'NJ 3 . 
n\\"' »PVT£[D(a?,JW)=l]j £ l-f-N„w 
P - 8 -9 constitue «theorema de Wilson amplificato ». Gauss 
(D. A. art. 70) enuntia ilio et da aliquo notione circa demonstra- 
tione, prò que vide Brennecke, Crelle et Arndt, J. f. Math.,. 
t. 19, a. 1839, p. 319; t. 20, a. 1840, p. 29, et t. 31, a. 1846, p. 329. 

P4-1 F. 1902, p. 143, P-2 . -Il F. p. 71, P-2. . P4 2 F. p. 72, 121 . -3 F. 
p. 72, 12-2 . A F. 12-3 . -5 F. 12 4 . 6 F. 12-5 . -7 F. 12-6. 

5. 

•o ms N,+ l - 8 N, 3- fOn = mlt[(P.r|a;,(Npf'N 1 ) « m/N,] Df 

■01 me 8 Nj . he mp( 2 ,w ).3 

Wm = mltJ2’ l-s , d'x-|,r,[(Np-i2)P'NJ « w/N,j Df 

•02 !P 1 =1 ' Df 

■l mfiN, 3 . Wrn e N/w/N, 

•2 ms N, -li -(Np-t2) -2[(Np-t2)| s N 1 ] 3 . Wm < 

Tm — indicatore reducto de m, v. Lucas, Théorie des Nom 
bres, 1891, p. 428 

■3 pE Np-(2 . a,b£ n-n p . r,s£N t . a e b+p r (n-np) .3 
a^p* £ t^p s + p r+s (n-np) 
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•31 a,be 2n+l . r,se N,+l . ne 6+2 r (2n+l) 3- 
a 8 £ & ! + 2 -*+«( 2 n+l) 

•32 ae 2n+l . se N 4 +2 . 3 . 42 s_a £ l+2 s n 
(V. Gauss, Disq. Arith. art. 90.) 

■i osa . mfiNj . Y)(a,m)=\ 3- e 1-j-n m 

•5 «fin . mfiNj. n= max[mp(a?,a)|a?,Np] .3 
a|\n+!Pm) e a^n-\- ma 
(Lucas, Th. d. N., p. 430) 


•*( 

§4 Congruentias de primo gradu 


•5^ 6. «,&£n . wfiNj . 3 : 

•1 bs n - nD(a,w) 3- -a arx3(ax-\-b £ ma) 

•2 he nD(a,m) O- arx3(ax-\-b e am) = 
a«x3[{ax-\-b)!D(a,m) e nm/D(a,m)] 

•3 bs nD(a,w) 3- Num[o— (m— l'poc3(ax+b E ma)] = D (a,m) 

■i D(a,m)=l 3 . n'W3(aa?+& £ mn) = — ba^Wm— l)+mn 


•il pfiNp . D (a,p) =1 .3 n« xs(ax-\-b e ap) = —ba^+mn 


In ce propositiones es metliodo ut investiga solutione de 
congruenza de primo gradu. Seeundum P -4-41 metodo trahe 
origine ex thcorema de Fermat (4M1) et de Eulero ( 4 - 1 ) aut ex 
propositione 5 - 4 . Congruenza de primo gradu potè es resoluto 
cura methodo ut resolve aequatione indeterminato de primo 
grado, p. ex. cum auxilio de fractione continuo, ut fac La- 
grange (Histoire de l’Ac. de Berlin, a. 1767, p. 175). Vide et 
Gauss, Disq. Arith., art. 26-31, Legendre, Essai, 2 e éd., § 11 . 

Gauss (Disq. Arith., art. 31) scribe numeros que saZsfac 


ad relatione ax £ b-\-ma sub forma (mod m). Ce expressione 

habe aut nullo aut uno aut plure valore incongruo (mod p). 
Hodie maximo parte de auctore non lite ce notatione de Gauss. 
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•5^ 7. neNj. me N,F1— n . ae (n-tO)Fl— n 0 : 

•\ r,s e 1 —n . r<s 3 r ,«- T>(m r ,m,)=l : u= Z7(m,|1—») . 
ke nFl— n :rel—n.O-M wvce(a:u/a r e l+m,.n) 
nrx3(re 1 -n Or- «,+i« r ) = 2(a r /c r M/m r |r,l-n)+nw 

-2 g nnacafrf 1— « O- x£ a r -K w r n ) -= : r,se\—n 0,,,. 
a r — a, £ nD(m r ,m t ) 

■3 n i =n;.7^mp(x,m l )\x, Npa«3[r£ 2—n Q r .mp(a;,m,)5 

mp(£C,a r )] . r£ 2—n . Il j ./fin p{x,m r ) [ sr;,Np'vca [ se 1—n -ir 3,- 

mp(.x,m r ) >mp(£c,« 1 )] .3 r,se 1 -n . r<s 3- D(n r ,nJ=l . 
/7(n,.|r, 1—n) = mlt(a r |r,l— n) 

•4 Hp-2'3 3- i vw3(re 1— n O- a,.+nrn f )= 

= n<\»3(r£l— n Or- x£ ® r +n» r ) 

Ce propositiones, que constitue règulas de Gauss (Disq. 
Arith. art. 32-36), es in antiquo libro de arithmetica de sinense 
Sun Tsze; v. K. D. Bieknatzki, J. f. Math., t. 52, a. 1856, p. 59; 
Matthiessen, ibidem, t. 91, 1881, p. 254. Stieltjes (Ann. deTou- 
louse, t. 4, 1890) tracta ce quaestione cum maximo claritate. 

§o Congruentias de secundo gradu 

% 8. a,b,cen . pe Np-«2 . D(a,p)— 1 ■D= 

•l n« x3(ax ì +bx+c e np) = mvcafa n« zs(s 2 e 4 ae+np). 

2 ax-\-b e z+np ] 

{Gauss, Disqu. Arith. art. 152| 

•2 af'ftp— 1)/2] £ —1 +ny) O- -a n n X3(x s e «+np) 

•3 «f'KP—1) 2J £ 1-j-np O- a in X3(at? E a-\-np) 

J-2-3 Eulero, Opus. anni. t. 1, a. 1773, p. 242,. 268=Comm. Arith. 
coll. t. 2, p. 1, 13; Gauss, Disqu. Arith. art. 106; Legendre, 
Essai, 2" éd. n. 134| 

•32 a^\(p —1) 2]£l+np O- Num[l—(j > — \) * X3(a? £ a-\-np)]=2 

- . he \—{p —1) « x3{x t £ fl-f-np) O- 

ih « li p—k ) = 1— ( p —1) « x.3{x % £ a-fnp) 


•32 
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% 9. p,qe Np-t2 . a,be n .3 : 

•0 J(a,p) —1 .=. ae (n J +np)-np Df 

•0i J (a,p) =—1 a -e ii*+np Df 

•02 J (a,p) =0 ae n p Df 

•03 J (a,p) e l)uO] * X3\a^[(p— 1)/2] e x+x\p\ Dfp 


JLegendre (Essai, éd 2 e , n. 155) indica residuo de —l)/'2] 
(modp) cum symbolo que hodie es communi adomni auctore, 

sed apud Legendre tali symbolo habe aut valore 1 aut valore 
—1, nani definitione '03 es posteriore. Nos ute simbolo J(a,p), 
que es magis consentaneo ad notatione de Form.) 

•l J(1 ,p) =1 

•2 J(—1 ,p) = (—1)|H(J>—1)/2] 

•21 J(— \,p) =1 .=. pe4N 0 +l : J(—1 ,p) =— 1 .=. pe4N 0 +3 
JCe theorema es noto ad Fermat, sed primo demonstratione 
perfine ad Eulero (Opusc. Anni. t. 1. p. 64, Comm. Petrop. n. 5, 
a. 1759, p. 5, et n. 18, a. 1774, p. 112 = Comm. Ar. coll. 1, p. 210, 
477) Vide et Gauss, Disqu. Arith., art. 108-111, j 

•3 J (ab,p) = J(ft,p)xJ(5,p) 

•i ae b-\-np O- = J (b,p) 

■8 J (2,3») = (—l)[H(p s —1)/8] 

•51 J(2,p) =1 .=. pe (8N 0 +l)w(8N,-f-7): 

J(2 ,p) =-l •=. pe (8N 0 +3M8N 0 +5) 
j-5’51 Fermat novi ce theorema sed non trade demonstratione. 
(Op. math., p. 168). Eulero fac conatu ut demonstra ilio sed 
frusta. Primo demonstratione rigoroso perfine ad Lagrange 
(Nouv. Mem. de VAc. de Berlin, a. 1775. pag. 349, 351 = Oeuvres 
t. 3, p, 771. Vide et Gauss, Disq. Arith. art. 112, 116, Legendre, 
Essai, 2" éd. n. 148, 386; Stieltjes, Neuw Arch. t. 9, a. 1882, 
p. 193, Ann. d. Toulouse, t. 11 A, a. 1887, p. 5. 

•6 J(3,p) =1 ■=• P£(12N 0 +1 w 12N 0 +11) : 

J(3 ,p) =—1 ■=■ pe (12N 0 +5 w 12N 0 +7) 

■7 J(5,p) =1. =. pe (20N n +l - 20N„+9 w 20N 0 +11 w 2ON 0 +19): 

J(5,p) =—1. =. pe (20N.+3 « 20N„+7 u 20N 0 +13* 20N 0 +17) 
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•8 J(7,p) =1. =• ps (28N 0 +1 « 28N 0 +3 w 28N 0 +9 u 28N 0 4-19 w 
28N 0 +25 w 28N„+27): 

j(7 f p) = _i. — (28N 0 +5 w 28N„+11 w 28N 0 +13 u 28N 0 +15 
u 28N 0 +17 u 38N 0 +23) 

j-tì-7-8 Ce propositiones que es casu particuiari de « lege de 
reciprocitate de residuos quadratico » (10’4) es noto multo ante 
que demonstratione de ce theorema. P*6 circa residuo 3 es noto 
ad Fermat (Opera math. t. 2, p. 857) sed Eulero primo demon- 
strà ilio et « eo magia es mirandum demostrationem proposi- 
tionum ad residua +2 et —2 pertinentium, prorsus similibus 
artiticiis innexas, semper ipsius sagacitatem fugisse » (Gauss, 
Disqu. Aritli. art. 120). Lagrange postea demonstra ce P et 
P-7-8 circa residuo 5 et 7, sed ilio non investiga ultra (Mémoi- 
res de l’Ac. de Berlin 1775, p. 352);. Vide et Bricard, Sur le 
caractère qaadratiqm da nombre 3 etc., Nouv. Ann. s. 3*, t. 1(3, 
a. 1887, p. 546j. 

10 . p,qs Np-r2 . a,ben r): 

•t ae b+np Q. J (a,p) = (—l)^[E(2m/p)|r, l-(p—1)/2] 
(Legendre, Essai, 2 e éd. nn 381, 3821 

•2 ae 2N 0 +1 - N,xp O- J (a,p) — 

(— l)^[E(m/p)|r, \"'(p— 1)/2] 

[Legendre, Essai, 2" èd. nn. 383, 384{ 

•3 J (q,p) = (—Df'Numll-Cp— 1)/2 " x'3[rest(.XY/, 7 3) > p/2]| 

* Lemma de Gauss» (Werke t 2, p, 3) - Ce P es extenso 
a P. Gazzaniga in R. Istituto Veneto s. 6, 4 S , 1886, p. 1271. 

•31 J(q,p) = sgnll\[a;q/p—E(xq/p+/2)}\x, V"(p— 1)/2| 

•32 J (q,p) = sgn771 [ sin(2.«gw/p) ] /sin(2a»r/p) \éc , \-(p— l)/'2j 
JEisensteln, J, f. Math, t. 29, a. 1845, p. 177.j 

•33 J (q,p) = 

77) IT[(h/p—klq)lhlp+klq—l2)\ li, 1 -(p—1)/2]| k, V"(q- 1)/2 j 

•31 J(q,p) = n\n((h/p-k/q)\h, V"(p —l)/2]|ft, l-(?-l)/2j 
[Kroneciier, Berlin. Ber. t. 7, a. 1884, p. 519j 

•l J ( V ,q) = (-lf((p—l)(q-l)IM X J(q,p) 

(Ce propositione es «lege de reciprocitate de residuos quadia- 
tico » Eulero inveni ilio sed non demonstra : 
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« Existente s numero quocumque primo, dividantur tantum 
quadrata imparia 

1, 9, 25, 49,... 

per divisorem 4.s, notenturque residua, quae omnia erunt for- 
mae 4(/+l, quorum quodvis littera a indicetur, reliquorum au- 
tem numerorum, forraae 4qr+1, qui inter residua non occur- 
runt, quilibet littera A indicetur, quo facto si fuerit divisor 
numerus primus 

formae tum est 

4n.s+a +s residuimi et —s residuum 

4 ns—a +s residuum et —s non-residuum 

4 ns-\-A +s non-residuum et —s non-residuum 

4 ns—A +s non-residuum et — .s residuum » . 


(Opusc. Anal., t. 1, a. 1772). 

Primo demonstratione perfine ad Legendre, sed non es 
rigoroso. Gauss trade septem demonstratione de ce « theorema 
funda mentali » : 

1°. demonstratione (Disqu. Arith. art. 131-151) es ducto 
cum methodo de inductione ex theorema 

pe 8N 0 -j-l ~)- 3 Np « l"‘(p —1) " oc3[J(p,%) = —1]. 

2°. demonstratione (Disqu. Arith. art. 262) es deducto ex 
theoria de formas quadratico ; 

4°. et 6.° (Werke, t. 2, p, 9 et 55) ex teoria de divisione de 
circulo ; 

7°. (Werke, t. 2, p. 234) ex theoria de congruentias de 
gradu superiore; 

3°. et 5.° ex P 10-3 (lemma de Gauss). 

Eisenstein (J. f. Math, t. 28, a. 1844, p. 246) da demon¬ 
stratione geometrico. 

Genocchi (Meni, de l’Ac. de Belgique, t. 25, a. 1853 (1852), 
cap. 13; vide et Comptes Rendus de l’Ac. de Paris t. 90, 
a. 1880, p. 350; et J. f. Math, 1892) funda simplice demonstra- 
tione de lege de reciprocitate supra relatione 

2E (hq/p) = 2\[l+sgn(hlp—k/q))\k, l-(q—l)/2\, 
2E(hq/p+/2) = v{ [ l -\-sgn(h/p+k/q—/2)]\k, l"iq— l)/2j 

(Circa relationes analogo v. Hacks, Acta Math, t. 12, 1888, 
p. 109 ; Busche, Ueber eine Beveismethode in der Zahlentheorie , 
Gottingen, 1883; Stein, J. f. Math, t. 106, a. 1890, p. 337). 


t 
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Circa alio simplice dcmonstratione v. BuNiAKowsKy, Bull. 
8t-Pét., t. 14, a. 1869, p. 432; — Zeller, Monatsberichte der 
Ber. Ak., a. 1872; — Zolotareff, Nouvelles Annales, s. 2, 
t. 11, a. 1872, p. 354; — Schering, Gott. Nachr. a. 1879, 
p. 217. 

Kronecker publica vario articulo circa lege de reproci- 
tate (V. Kronecker’s“Werke). Simplicissimo es demonstratione 
de ce auctore, posito supra P. IQ'33‘34 (Beri. Berichte, t. 7, 
a. 1884, p. 519). 

Ad publicationes citato nos adde 

Kronecker, Beri. Monatsber, a. 1880, p. 686, p. 854; — 
Syi.VESTER, Comptes Rendus de l’Ac. de Paris, t. 90, a. 1880, 
]>. 1053, 1104; t. 91, p. 154; — Thomae, Zeitsch. f. Math. v. Ph, 
t. 26, a. 1881, p. 134; — Stieltjes, Nieuw Arch. t. 9, a. 1882, 
p. 193; — Schering, Acta Math, t. 1, a. 1883, p. 153; — Kro¬ 
necker, Beri. Ber., a. 1884, p. 519; J. f. Math., t. 96. a. 1884, 

p. 348; Beri. Ber., a. 1884, p. 645; J. f. Math., t. 97, a. 1884. 

p. 93; Beri. Ber. a. 1885, p. 383; — GFEgenbauer, Wien Ber. 
t. 91, a. 1885, p. 11; t. 92, a, 1885, p. 876; - Schering, Beri. 
Ber., a. 1885, p. 113; — Kronecker, Beri. Ber., a. 1885, p. 117; 

— Kummer, J. f. Math., t. 100, a. 1886, p. 10; — Hermes, 

Hoppe Arch., t. 5, a. 1887, p. 190; — Lercii, Teixeira J., t. 8, 
a. 1887, p. 137; — Gegenbauer, AVien Ber. t. 97, a. 1888, 
p. 427; — Busche, J. f. Math., t. 103, a. 1888, p. 118; — 

Kronecker, J. f. Math., t. 104, a. 1889, p. 348; — Tafel- 

macher, Diss. Gottingen, a. 1889; — Lipschitz, C. R. de 
l’Ac. de Paris, t. 108, a. 1889, p. 489; — Mandl, Monat¬ 
sber. f. Math., t. 1, a. 1890, p. 465; - Pépin, Acc. Pont, dei 

N. Lincei, t. 43, a. 1890, p. 192; — Franklin, Messenger of. 

Math,, t. 19, a. 1890, p. 176; — Fields, American J. t. 13, 
a. 1890, p. 189; — Busche J. f, Math., t. 106, a. 1890, p. 65; 

— KronecIier, J. f. Math., t. 106. a. 1890, p. 346; —Matrot, 

Assoc. Frang., Limoges XIX, a. 1890, p. 79; — Lucas, Assoc. 
Frang., Limoges XIX„ a. 1890, p. 147; Mélanges math. et. asti-., 
S. Pétersb. t. 7, 1891, p. 65; — Gegenbauer, AVien Ber, t. 100, 
a. 1891, p. 855; p. 1072; — Schmidt, J. f. Math., t. Ili, a. 1893, 

p. 107; Gegenbauer, AVien Ber., t. 103, a. 1894, p. 285; — 

Bang. Nyt Tidss. for Math., t. 5 B., a. 1894, p. 92; — Busche, 
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Hamb. Mitt.. t. 3, a. 1896, p. 233; — Lance, Leipz. Ber., t. 48, 
a 1896, p. 629 ; — Lerch, Bull. Int. Prague, 1896 ; — Lance, 
Leipz. Ber., t. 49, a. 1897, p. 607; — STERNEk, Recueil math. 
de Moscou. (in russo), t. 20, a. 1898, p. 267; Pépin, Acc. P. 
d. N. Lincei, t. 51, a. 1898, p. 123; — ALEXEJEVSkY, Charkow 
Ges. t. 6, 1898, p. 200 (in russo); PéPiN, Mera. Acc. d. N. Lincei, 
t. 16, a. 1900, p. 229 ; — Fischer, Monatsb., f. Math. 1.11, a. 1900. 

p 176 * _ Gauss, Sachs Beweise des Fundamentaltlieoreivs 

àber quadratisene 'reste, hrsg. von Netto, (Ostwalds kl. N" 122), 
Leipzig: W. Engelmann, a. 1901. 

.0 

^ 11. a,ben . m,ne 2N,-4-l ~) : 

•o J (a, ni) = TI\J(a,p)\p, Np « «n/NJ Uf 

J (a,m) es appellato symbolo de Jacobi. 

■ol J(a,—m) = J(a,m) Dt 

•1 J (axb,m) = J (a,m) x J(b,m) 

•2 ae b-\-np . 3 . J{a,m) = J(b,m) 

•3 J(l,m) =1 

■i J(—l,m) = (—ll'Kw—Ì)/2] 

•a J(2,w) = (— llf'tCm 1 —1)/8] 

•6 asN, O- J(a ni) = sgn/7}.[rest(m,m)— m]\r, l-(m—1) 2 « 
x3[vesMjxa,ni)^>m j2]\ 

jlta Schering et KRONECkER definì symbolo de Jacobi (Beri. 
Ber. a. 1876, p. 330) 

•7 mèn . 3{a,m) = 

n\ [sin( 2 axn/m)/sin( 2 xnlm ) ] |<r, l-(modw—1)/2( Gtp 

•8 m,ne 2N 0 +1 O- J (ni,ri) = 

H\II[±sin{hn/m+kji/n) X 

sin {Jmjni — k7T./2)\h,\"’( m —l)/2]|ft, 1 1) 

-9 m,ne 2N 0 +1 O- = (— 1 1)(^—Ì)/ 4 JX J ( n ,^)- 

j-9. Extensione de (P10-4) lege de reciprocitate. Ut potè deter¬ 
mina valore de J (m,n) es regulas posito aut supra algo- 
rithmo de Euclide aut supra algorithmo de fractione continuo, 
v. Gauss, Werke, t. 2, p. 61 et sequ.; Eisenstein, J. f. Math., 
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t 97 a 1844 p. 317; Lebesgue, J. de Math., t. 12, a. 1847, 
p. 497; Zeller, Gott. Nach., a. 1879, p. 197; Schering, Gott. 
Nach., a. 1879, p. 217; Gegenbauer, Wieu Bench., a. 880, 
p. 931, et a. 1881, p. 1089., Kronecker, Beri. Ber., a. 188 , 
p. 530; Heinitz, Diss. Gott., a. 1893|. 

^ 12. ps Np-i2 . r,nen . J(r,p) =1 • J (n>P) = —1 O- 
Numjl-(p-l) « X3\J(x,p) =1 • J(r+as,p) =H1 = 

Numjl"'( p — 1) « =1 • J (r+**) =- = 5 

Num|l-(3>-l) * K3[J(x,p) =-l • J(r+x,p) - 1 ] - < ( L 

Numjl-(p— 1) A K3[J(x,p) =—1 • J (r+ac,p) — 1|, — A(l Jf 
Num{l'"(p—1) " X3[J(as,p) =1 • J (n+x,p) — ili — *jl(P V 1 
Nurajl-Cp-1) *x3[J{x,p) =1 • J(»+*.P) — ^ , J/ 4 

Numjl’"(p —1) « X3[i(x'p) =—1 • 3(n+x,p) -U - L 

Numjl" , (2>—1) A x3[J(x,p) ——1 • J (n+oc,p) — 1< i[P / 

v. raeo scripto Un metodo per la risoluzione , etc. Napoli R. 1903, 

p. 154. 

me Np-<2 al—(ja— 1) n X3[J(X,P) =1 • J(®+1«P) —— 1 

le Np l N,+3 o. i 1-0-1) - *1** =-' vf+lf» fr 11 
_3 l-(p—1) « £C3[J(flC,2>) = J(«+l,p) — U 

pe Np « N,+5 0-3 l-lP- 1 ) n ^[J(x,p) =,J(®+1. P) =1 1 

13-1 p£ Np « 8N 0 +3 O- , , 

Numjl-(2J—3)/4 « a»[J(*,P) = = (P~ 3 )/ 8 

■2 ps Np « 8N 0 +7 O- /ft 

Num j(p—3)/4"‘(p—3)/2 « *3[ J(*.P) =1 11 = ( ^+ 1)/8 
j l-2 Bricard, Intermédiaire des M., t. 3, a. 1896, p. 62, t. 6, 
a. 1902, p. 417j 

% 14-1 me 2N.+1 - N,xN, a . ae n'+rn» - nm . 
ue tlot(—l)FNp O- 

Numjl-(w—1) « n’-ft+nm « ^[peNp^w/N, ._J P • 

J^.p) = u p ]| = 27|E[(p-«p )/41|p,Np" m/N t | 
jv. meo scripto Applicazione della teoria etc., Napoli R., a. 1904, 
p. 135j 

^ 15 * pe Np-t2 . aen . J(a,p) =1 -Z) : 

•1 pe 4N„+3 Q. oM(P+H/4] £ n * «K®** rt+np) 
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•2 pe 8N 0 -J-5 . «| s [( 2 >—1)/4] e 1+np 3- 

^M(^+ ;> »)/ 8 ] e \\ r 'X3(x' 1 £ a +np 

■3 —-. p 1)/4] £ —1+np 3 . 

2f v [(p—1)/4| r/^[(p-(-3)/8] e n f \x 3 (x ì £a-\-np) 
j-d- 2-3 Leoendke, Essai, 2 e èd„ n. 185j 
■i ps 8N 0 +5 3. ( 2>H-3)/8 J X | «M (30— l)/4J+3||M(p—i)/4] 

£ TL*x3{a?ea-\-np) 

JTonelli, Lincei R., a. 1892, 1° sem., p. 116j 

$ 16. pe Np-t2 . a,ben . J(a,p ) =1 . J (b,p) = — 1 . 
me 2N n +l . r,seN, . p=2*m-\-\ 3 : 

•1 meN," X3(a m b ,mc e 1 +1 \p) 3- 

b<nu af'[(m4-l)/2] £ in x3(ot?ea-\-np) 

•2 ke n« x3[J(x-\-l,p) =1 . J(x — 1 ,p) =—11 . »£nFN 0 . 
v n e Z;+a|\ 2 ,- *m)+njj. v r e /.•+«[ v ( 2 s_ '‘“ s »j)x 
Tl[v h f(2*- r - A - 1 m)|/i, l"-(r— l)H-np 

3- '' , r , [(wì+l)/2] I7[vJ['(2''m) |r,0"-(s—1)] £ n*x3{x*£ a-\-np) 
j‘d'2 Torelli, Lincei R., a. 1892, 1° sem., p. 116j 
■3 ps 4N 0 +1 . k £ n* X3{x ì e a-\-np) . 3 . 

/e^( 2 s_s m) e in x3{x % e — a-\-np) 

JTonelli, Lincei R., a. 1892, 1° seni., p. 116; 

$ 17. pe Np-i2 . k/isn . J(a/p) =1 . J(k* — a,p) =—1 3 : 

•1 j[/j+ s |(^-a)][s[(p+i)/ 2 ] + [l,-^-a)f[(p+l)/2n]\ 

e m X3{pf?£ a-\-np) 

•2 vj«)(^+sj«)f^[( 1 )/2] - (l,—^af[(p- D/211/2 

£ in X3(x % £ a-\-np) 

(• 1-2 v. meo scripto Un metodo, etc., Napoli R., a. 1903, p. 154j 

•3 2 Nja r 2 [l’”(j 3 —1) 2 ] 2 r- 1 |r,l" , ( 2 >—1)/2| £ nrx3(a? e a-\-np) 

Jv. meo scripto Forinole, etc., Napoli R. a. 1905, p. 13j 

Propositiones de nn. 15, 16, 17 enuntia vario methodo ut 
l’esolve congruentia de secundo gradu cum modulo primo. 
Gauss trade duo methodo ut inveni solutiones, altero (Disqu. 
Arith., art. 319-322), dicto methodo de excludente, exige cogni- 
tione de non residuo de plure numero, altero (Disqu. Arith. 
art. 327) nite in theoria de formas quadratico. Methodos ut 
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inveni nuraeros positivo, que non supera modulo et satisiae 
ad congruentia (radices), exige plure conatu et methodo de 
excludente es in tali casu magis idoneo que omni alio. Ut in¬ 
veni uno quolibet solutione suffìce ute formulas de Tonelli 
( 16-2), aut meo (17*1 vel 17*2), prò que conatus es pauco. Meo 
formula 17*3 monstra postea solutione de congruentia siue ullo 
conatu, sed ilio es pauco utili in practica. 

^ 18 neN, . pfiNp-r2 . «£n . J(a,p) =1 . le n *X3{ots a+n p) 3 

■\ re (/—sjft)”]/(2vja) + n p . 

s£[(Z+vJrt)"+(?—vJrt) n J/2 +np 3- 

n'vc3(a? , £ a+np n ) = n»\x3(rxe x+np”) « x3{rx e —s+np n )] 
[Legendre, Essai, 2 e éd. n. 187{ 

•2 (f'p" _1 )of s [(p n —2p B_1 +l)/2] £ n'vc3(x 1 ea+np n ) 

[Tonelli, Lincei R., a. 1893, 1° seni., p. 259j 

$ 19. nfiN, . p£ Np-(2 . rt£n . J(a,p) =1 3 : 

•l ps 4N„+3 3 . «|M(P n —p n ~' +2)/4] £ nr>X3(x*£ a+np") 

■2 pE 8N 0 +5 

[oM( p n -p n ^'+ 4)/8]|ì«M(p—l)/4]+3(M(p n — p n ~')/ 4] £ 

n* X3 (x?£a-\-r\p n ) 

|*l*2 Tonelli, Lincei R., a. 1893, 1“ sem., p. 259j 

% 20. Hpl9 . ms 2N 0 +1 . r,s£N, . p= 2'm+l 3 : 

•1 &£n . J(ft,p)= —1 . ue N X3\[a{(p'“-'m)\tf'(2p n - i mx) £ 

l+np n | .3 I mP n ~' m w ]a[H ( p n ~'m -\-1 )/2] £ ìm X3{x*£ a+ 

np”) 

[Tonelli, Lincei R., a. 1892, 1° seni. p. 116j 

•2 kE n* x 3 [i(x-\-\,p)—\. . J(a>—l,p)=— 1] • «£nFN 0 . 
v 0 E /.•+n|'(2 s_, m)+np . v r e /s+np+t a[ s (2 s ' r ' 2 m)] X 
fl{r h fx( 2 s - r ' A - 1 m) | h,l"‘(r — 1 )] 3 . j^[(p"-‘m+l)/2]iX 
77[ w fX2'p” _, m)|r, 0***(s—1)] £ n« X3(x*£ a+up n ) 

[Tonelli, Lincei R., a. 1893, 1° sem. p. 259| 

•3 ft£n . J (li 3 — a,p) =—1 3- 

i^[(p n -2p’ , - , +l)/2]|[[/5+# s -a)]Kp n_, (P+l)/2H-' 

[k— vj(/e 2 —a)]|M p n ~ ( p+l)/2]| £ n« X3{x*£ a+np") 
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•4 Hp-3 O- «J«!(A+M[P n - 1 (P-l)/^]-( / '-^)[P , ‘“'(P-1)/2]{/2 
e n'VB 3 (£c , fia+np n ) 

};3 - 4 v. meo scripto Applicazione, etc, Napoli R., a. 1904, p. 135} 

* 21. ns N,+ l . pe Np-<2 . ke n« x3(x 2 e a-\-np n - v ) 3 : 

• l b£ ir x3 [(/.-*— a)/p"- l -\-2kx£np\ ). 

a-f-bp’*' 1 e il" x3(x 2 £ a-\-i\p n ) 

c 

% 22-1 ae 2 n+l Q: n«a: 3 (a; s e a+ 2 n) = 2 n+l 

•2 a£ 4n+l u 4n—1 -3- n« x3(x'e a-f 4n) = 4n+l w 4u+3 

•3 a£ 8 n+l 3 . n^ra^ea+Hu) = 8n+lu8n+3w8n4-5w8n+7 

•4 reN„ . 3 : a ir £ce(a3’e a+2 r+, n) .=. ae 8n+l 

•5 reN 0 . ae 8n+l -3- N u m 11 ■ ■ -(2 ’ 1 yvc3 (afea-f 2 ’^n ) 1 =4 

•6 Hp-5 . u£ ir X 3 (x*£ a+2 r+s n) -3- n'VT3(a5 ! ea+2 r+, n) = 
(»-|-2 r+2 n)w(—a+2 r+2 n) 

£•6 v. Gauss Disqu. Arith. art. 103; Legendre, Essai, 2* éd. 
n. 189} 

•7 a £ 8n+l . m e N, . s=mp(2,a—1) .3- 

1 +(a—1)/2 v jC(2r,r)[(l—a)/4] r /(r+ l)|r,0-Ef(m—2)/(a—2)—1 | 
e nnsc3(as* e a+2 m n) 

[•1 Ce formula perfine ad Legendre (Essai, 2 e éd. nn. 350-2); circa 
demonstratione rigoroso de ilio v. meo scripto: Estensione 
di un metodo di Legendre, etc., Napoli R., 1905.} 

23 meN, . aen . D(a,m) =1 - 3 : 

■ ì me 2N 0 +1 w 2(2N 0 +1) •3 : 3 n * x 3(x ì e a+nm) .=. 
peN/i-<2 « m/N, . 3 ?. -f(a,^)=l 

•H Hp-1 .3. Numi l -(m—1) « X3(cc'e a+nm)] = 

2f)Num(Np-t2 « m/N,) 

•2 me 4(2N 0 +1) •D: a ir x3(x‘e a+nm) .=:ae2n+l : 
peNp-t2«m/N, ~) v . J(a,p)=l 

•21 Hp-2 -3- Num[l*”(m—1) * XEipfE a+nm)l = 

2|M 1 +Num(Np-f2''m/N 1 )] 

me 8 N, D- an« X3\x 2 e a+nffl) .=. ae 8 n+1 : 
peNp-t2*m/N, 3 p- J(«,p)=1 


*3 
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•31 Hp-3 .3 Num[l"'(m — Vpx 3 {a?Ea-\-nm)\ = 

2|H 2+Nu m (Np-< 2'Vn/N,) ] 

^ 24. me2N t +l . ae n’+nm-nm . ken . ne N 0 . u,ve nFN 0 
u=\[lc+^k'-a)] n -[lc-^(k*-a)] n |/[$J (L>-a)] 

•1 m-e 3Nj . Ice n" xs\ pe Np^m/N^ 3 />- ■H^—a,p)— 

(—l)M(j»+l)/ 2 ] 

r= mltj[^(raax(p,rt)-l)][p-(-l)r[^+l)/2]|?>, Np"a/N,| 
3. « 1 H(<Z>»ì —r+l)/ 2+,./2 e n* fl+nm) 

•2 /ee nncc3( pe Np « a/N, * 4N„+3 3 p- **— a E n l^ * 

X3(p e Np « a/N, « 4N n +l 3 p- = 11 • 

m,=mlt|p[Hmax(p,a)—l]|p, Np"a/N/4N 0 +3| . 
m a = mlt|(p+l)/ 2 pf s |max(p,a)—1]| p, Np*a/N,"4N 0 +l| • 
r=mlt(m 1 ,»0 3- r+\)/2]v r /2 e n«x3{a?e a+mn) 

j‘ l ‘2 v. meo scripto Applicazione, etc, Napoli R., a. 1904, p. 135j 

§ 6 Congruentias binomio 
<5fc 25. rt,»»,neN l .3 

•1 n* « 3 (ar n ‘e 1 +na . a? n e 1 +na) = n« .x 3 [./fD(m,n) e 1 +na] 

•2 n* as(a;“ e 1 +na) = n" x 3 [a^T>(n,Wa) e 1 +na] 

* 26. neN, . pe Np-t2 3 : 

' -1 n« X3{x n e 1+np) = n'v» 3 [.r| s D(»,p—1) £ 1+np] 

•2 Num[(l-(p—1) « x3(x n e 1+np)] = D(n,p—1) 
j Gauss, Disqu. Arith. art. 60 et sequentes; Legendre, Essai etc., 
2 e èd., n. 334 J 

•3 Ice n-np 3 ftft(p-l)/D(n,p-l)] e n^3(.c n e 1+np) 
j Legendre, Essai etc., 2 e èd. n. 336j 

•4 ne N,"(p—1J/N, . nen . n=rain[N 1 'v»3(w a e 1 +np)] 3- 
n« x 3 (x n e 1 +np) = (a'+np)| r, 1 -n 
{Gauss, Disqu. Arith., art. 65,1°; Legendre, Essai etc.,, 2 C éd„ 
n. 336, 3°.j 
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^ 27. m,weN, . pe Np-i2 3 : 

• l n" x3{x"el-\-wp m ) = n" x 3 \a^D[n,p m -\p— 1)] e l.+np M f 

•2 ne 'N l *p m ~ l (p— 1)/N, .3 X3(x n e 1+np™) = 

(p,n)) + np m \\x,V-(p m — l)<v»3[cc n £ l+ivp m . 
g5-,?(j n £ 1+np . are 5+np)],2/,0-[^mp(p,«)— 1] 

■3 Nura[l-(p m — 1)" x3(x’ l e l+np” 1 )] = D[n,p”‘ _, (p—1)] 

{•2-3 Gauss, Disqu. Arith. n. 85j 

i ae n" x3(x" e l+np’3 . r— mp(p,w) 3 : 

r<ji— 1 . he 11 " X3[(a*—l)/p m - i +xa n - , n/p r e n p)\ 3 . 
a-\-hp n ~ r ~' e n" x3(x n e 1 -fnp’") 

•s ae nr^x3(x n e l+np m ~'). mp(p,«) = n— 1 3 . 
n" a?3(«; n £ 1+np'") = n".i’ 3 (£c w £ 1+np) 
j-4-5 Gauss, Disqu. Arith., art. 88 j 
•6 ae 11 " X3(x n e 1+np) 3- ofp m_1 £ nose3(a; n £ 1 +n;i m ) 

{Amici, Sulla risoluzione etc.. Rend. d. Circolo M. di Palermo, 
t. 11, a. 1897, p. 44j 

Plure propositione de 1111 . 25, 26, 27 et sequentes pertine 
ad Eulero, v. Comm. Nov. Petrop. t. 7, p. 49; t. 18. p. 85 et 
Opusc. Analytica, t. 1 . 

% 28. m,/»£N 1 3: 

•1 n" X3(x n e l+2”‘n) = n" X3(o^D(n,W2 m ) e l+2'"n] 

•2 weNj +2 . ne l“\m — 2 ) .3. 

Num[l-(2“—I)"ir3(.zf2 n £l+ii2 m )] = 2 n+l 

•3 Hp-2 3 . 1-{T—Vrx3{0^2* e l+n2”‘) = 
l+2 m_ *X[0"'(2’‘—1)] w -l+2 m -”x(l-2 n ) 

29. pe Np-t2 . n£N, . ae n-np 3 : 

•l 3 n".z’ 3 (j? n £ a+np) .=. rt[H(p— 1)/D(n,p— 1 )] e 1+up 
•2 IIp'l .3 Numf 1 — (p— 1 ) " X3(x'‘ea+np)] = D(n,p— 1 ) 
{Gauss, Disqu, Arith., art. 60 et sequ,; Legendre, Essai etc., 
2 r éd., 11 . 3341 

- 3 re ^^x3[tixfD(n,p — 1) £ l+n(p — 1)/D(n,p— l)] .3 
n".r£(aj n £ a+np) = ii"x\3[£cf\D(?i,p— 1 ) e a''+x\p] 
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Gauss indica cum n ya (modp) numeros que satisfac ad 
congruentia x n e a+np. Ce espressione habe aut nullo aut uno 
aut plure valore incongruo (mod. p). Hodie nullo auctore ute 
ce notatione. 

■i nen . min[N px3{u x e V+np)] =n . k£n*X3(x n s a+np) 3- 
n« x3(pc n E a+np) = (An/+np)|r‘l" - n 
(Gauss, Disqu. Arith., art. 65,l°.j 

•5 ne N*(p— 1)/N, . D[n,(p—1)/»]=1 . afilp—l)/n] e 1+np . 
re ^^X3[nxe l+n(p—l)/n] .“). a''e nac3(a? n ea+np) 
(Gauss, Disqu. Arith., art. 67.j 

Circa conatus ut inveni solutiones de congruentia x H £ a+np, 
ubi ne N^p-ip,, v. Gauss, D. A. art. 67, 68, Leoendre. E. 
2 e éd. p. 354 (n. 342), p. 355, (n. 346). 

•6 a n" x3(x n -\-\ e n p) .=. (p— 1)/D(n,p—1) e 2N 0 +1 

•7. 'n« x3(x n -\-\£wp) = n" X3[ot^D(n,p —1)+1 e np] 

* 30. p£ Np-t2 . meN, . ae n-np 3- 

•l a n* x3(x n £ a+np m ) .=. af s [ 0p m D(n,0p m )j e 1+np" 1 

•2 re x3[nxjD(n,<I>p m ) e l+<£p m /D(n,<?>p m )] 3- 
n« x3(x n m-\-np m ) = n* x3[x^T)(n,Òp m ) e a’+np m ] 

■3 ne N,« ( I>p m /N i .3 a n* X 3 (x n £ a+np m ) .=. 

^([(p—l)/fmp(p,n)]/nj e l+np[Hmp(p,n)+l] 

•4 ne N 1 ^0p”‘/N 1 . a ivj X3(x n £ a+np”*) 3- 
' n* x3(x n £ a+np m ) = \x-\-yp^[m —mp( p,n) ]+np m j| a?, 1— (p m —1) 
«x3[x n £a-\-np m . r 3_z3(z n £a-\-ivp . £ce3+np)],i/,0-[p^mp(p,n)—1] 

•5 Hp -4 .3 Num[l— (p m —1) * X3(x n e a+np m )] = D(«,«Pp w ) 

•6 Hp-4 . /.-e n" x£(x n £ a+np m_1 ). r=mp(p,n) .3 

r<>n— 1 . He n *x3[(k n —a)/p m ~ x + xlc n ~ l n/p r e np] 3 . 
k-\-hp n ~‘~ l e n*x3 (.n"ea+np) 

•7 Hp-4 . Ae n« -im{x n E a+np m_1 ) . mp(p,n) = m—1 . 3 . 
n« aJ3(£c"e a+np m ) = n« x3(xAe a+np) 

•8 ne N/>(p—1)/N t . he n* X3{x n E a+np) 3- 

ja( s (p m —2p w_, +l)/n]!/.fp m_l e n'vrsia+e a+np m ) 

(v. raeo scripto, Applicazioni’ etc., Napoli R., 1904, n. 7, nota] 
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& 31. m,neN,. ae 2 n+l 3: 

1 a n*x3(à7 n e a+ n2”‘) .=. a^\W2"‘/Din,'F2 m )\ e l+n2 m 

•2 re N 0 " oi 3 [«£C£ D(»,5F f 2 m )+n'/ r 2 m ] 3- 

n" X3{x n e a+2”'n) = n" a? 3 [£c( s D(«,?P r 2 m ) e a'-|-2 m n] 

•3 »£2N n +l . m£N,-f-l . ke N 0 "fiC 3 ( 2 m_, £e £ — 1 +>m) 3- 
a|'*[( 2 * _i ft-|-l)/w] £ n'Vc3(fl3 n £a-tf2 m n) 

J Amici, SwMa risoluzione, etc., Rend. d. Circolo M. di Palermo, 
t. 11, a. 1897, p. 46J 

i ne Nj . me N 0 +n +2 3 - a n" X3(a^2“ e a+ 2 "‘n) .=. 
rt£l+ 2 rt+s n 

J Amici, Risoluzione, etc., Rend. d. Circolo M. di Palermo, t. 8 , 
a. 1894, p. 198 1 

•3 Hp-i . ae l+2 n+i n . s = mp(2,a—1) 3- 

(a+ 2 ”—l)/ 2 n — 2 |[( 1 — a)/2 n ] r /r\n\'2 n oc— l|i»,l-(r— l)]|r, 
2 -,, E[(m—2)/(s— n —l))j e n'VB3(a£2” £ «+ 2 m n) 
jVide meo scripto: Estensione etc., Napoli R., 1905j 

6- Hp-4 . ae l+2” +a n .3 

Num[l— (2 m — 1) « X3(x\'2 n e a+2 m n)] = 2 '“ +1 
j Amici, Risoluzione, etc., Rend. d. Circolo di Palermo, t. 8 
a. 1894, p. 198j 

•7 Hp-(i . ve n" X3(x^2 n e a-f-2 m n) .3 

n" a?3(af'2 n £ a+2 m n) = (?;+2 m_n n) u —»+2" 1_ ”n) 


§7. Theoria de gaussiano. Radices primitivo. Indices 

^ 32. «£ii. mfN, . D(a,m) =1 .3 

■0 gss(m,«l = min[N/\r3(a‘°£ l-)-nm)] Df gss 

gss (m,n) = gaussiano de m in basi n. Vocabulo « gaus¬ 
siano » es introducto a Lucas, sed ce auctore appella tali nu¬ 
mero « gaussiano de n secundum modulo m » (Théor. d. N 0111 - 
bres, 1901, p. 439) Gauss appella ilio « exponente ad que n 
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pertine ». Circa ornili theoria de gaussiano v. meo articulo, 
Sui numeri composti , etc., Ann. di Mat. (s. 3°, t. 9, a. 1903, 
p. 139). 

•l N a >>x3{a x E 1-f-nm) = N 0 Xgss(m,a) 

■2 r,seN 0 . 3 : « £ «’+nm .=. re s+nxgss(m,a) 

33. as4n+3-t(—1). weN, . /i=mp(2,a4-l) 3 : 

•1 gss(2,a) =1 

•2 me 2 , "(n-fl) 3 - gss( 2 m ,a) =2 
•3 m>n 3- gss(2 m ,a) = 2’" - ” 

^ 34. rte 4n+l-(l . //tsN, . »=mp(2,a—1) 

•l m^n . 3 . gss( 2 ”',a) =1 

•2 m>n 3 - gss( 2 ”*,a) = 2 m ~ n 

* 35. pe Np-t2 . a,be n-np 3 : 

• 1 gss (p,a) e N «( p— 1)/N* 

{Feemat, a.1640, Oeuvres, t. 2 , p. 209 j 
■2 Num[l" - (p—l)oirà(a x £ 6 +np)] = (p —l)/gss(p,a) 

•3 k,ls8j\K3(a"s b+np) 3 : /,:£ M-nXgss(p,a) 

Ce P es in Form 1902 (§Np lO - l) sub forma pauco diverso. 

36. pe Np-t2 . a£n-np . n=mp[ p, «fgss(p,a)—1] . me N, 3 : 
•\ m^n . 3 . gss(p m ,a) =j= gss( p,a) 

■2 m^Z_n .3 S ss (P’"< a ) = p m_, *gss( p,a) 

•3 gss(j3,”'a) £ N," 2J m- *(p—1)/N, 

37. o£n . m,ne N t . D (m.n) = D (a,m) = D (a,n) =1 3- 
•I gss (mn,a) = mlt[gss(m,a) , gss(n,a)J 

•2 gss(m,a) = mltfgss(a;,a)|£P,(Np[^N 1 )''m/N J ] 

•3 gss(m,a) £ N/'^Pm/N, 
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38. pe Np-t2 

•0 Rpr/i = n*a;3fgss(/},#)=/}—1] Df Rpr 

Rprp = radice primitivo de p, es numero que pertine ad 
exponente p —1, secundum modulo p. Ce denomina tione es 
introducto ab Eulero. 

M Num[l" - (p—l^Rpr/}] = <t>{p —1) 

Eulero primo demonstra existe radice primitivo de p, sed 
suo demonstratione liabe aliquo mendo (Cornili, n. Ac. Petrop. 
t. 18, p. 85. Primo demonstratione completo pertine ad Gauss 
(D isqu. Arith., art. 55). 

■2 Rprp = n'\*jj«3Np « (p —1 )/N, 3«- ;r f[( V —l)/«]—1 £-np j 

•3 Rpr/} = irrr.9[a£Np « (p— 1)/N t 3 «- -a y3(y a e as+n p)} 

■4 ae n-np . gss(/>,a)0—1 . ben - n/i «.ralreN, o, 

a' -e c c+n/} •3 me N«gss(p,a)/N 1 . ne N, «gss(/},h)/N 1 . 

D (m,n) =1 . inlt[gss(p,a), gss(/},6)] = mn .3 
I«^[gss(/},a)/m] m gss( p,b)/n\ e iv*z3[gss( p,x) > gss(j;.a| 

In generali oporte conatu ut inveni uno radice primitivo 
de p, et Eulero puta es difficili inveni tali numero (Opusc. 
Analyt., t. 1, p. 152). In aliquo casu applicatione de P'2'3 es 
utile. 

Ex P - 4 Gauss traile methodo ut inveni uno radice primi¬ 
tivo de p (Disqu. Arith., n. 73). Circa alio metliodo v. Oltra- 
mare, J. f. Math. t. 49, a.1855, p. 161; Frolov, Bull. Soc. math. 
de France t. 21, a.1893, p. 113; t. 22, a.1894, p. 211. 

•5 pE Np“t3 .~). 77[ \—(p- l)«Rpr/}] £ 1+N # /} 

•6 p —1 £ N 1 x(N 1 -f 1)’ .3 2[1“* (p —l)*RprpJ £ np 

•7 p— 1 -£ N i x(N,-t-l) s .3 2[l"'(j}—l)"Èpr/)] £ 

(—l)|\Num[Np"(/>—1)/N,] + np 

j'S-6-7 Gauss, Disqu. Arith. art. 80, 81 v. et Arndt, J. f. Math. 
t. 31, a.1846, p. 326; Hofmann, Math. Ann. t, 20, a.1882, 
p. 471j 


■ìfc 39-0 as n-n p . uè Cls’Np .3 
afiRprw .=: xeu 3 .. afiRprcc 


Df 




— 27 — 


•I 3, ( 5,6,10 £ RprJNp^f^NJ+l]] 

•2 2£ Rpr[Np«2(Ni^4N 0 +l)+l] 

•3 —2 £ Rpr[Np^2(NpMN 0 -f-3)+l] 

i 2 £ Rpr[Np«4Np+l] 

pi ••••4 , v. Tchehychef, Teoria delle congruenze (traci. Massarini) 
pp. 209-213] 

•5 mfiNj+1 O- 3£RprjNp''2 M [Np«N 1 +(9[^2 m -'—l)/2 n ‘ +1 ]+li 
jOe P es in theoria de congruentias de Tchehychef (trad. Mas- 
sarini, p. 212) sub forma rainus utile. In ce forma es in 
« Elèni, de In 111. des nombres, par E. Cahen, p. 398] 
Existe tabulas de radice primitivo, v. 

Tchehychef, Teoria delle congruenze (trad. Massaeini). 
Tarola delle radici primitive dei numeri primi da 3 a 353, 
(pp. 248-287). 

Wertheim, Primitive Wurzeln des Primzahlen 2"q+l, bei 
Welchen q=l, oder gleicli einer ungeraden Primzahl ist; 
Zeitsch. f. Math., t. 25, a.1894, pp. 81-97; — Tabelle der klein- 
sten primitiven Wurzeln g aller ungeraden Primzahlen p un ter 
3000, Acta Math., t. 17, a. 1893, pp. 315-320 ; — Primitive W ur- 
zeln der Primzahlen von der Form 2n(\i~ -|-1 in welcher q=l 
oder eine ungerade Primzahl ist. Tabelle der Ideinsten pri¬ 
mitiven W urzeln g aller Primzahlen p zwischen 3000 und 10000, 
Acta Math., t. 20, a.1896, pp. 143-157 ; — Berichtigungen zur 
Tabelle der kleinsteh primitiven Wurzeln unter 10000 (Acta 
Math., t. 22, 1898). 

% 40. p£ Np-/2 . ae Rprp . b,cs n-np.3 : 

•0 "lnd(5,p) = ininl[N 0 ’Nr3(a'‘£ 5+np)] 

“Ind(5,p) = indice de b in basi a, secundum modulo p. Ce 
denominatione et symbolo « Ind » es introducto a Gauss (I)isqu. 
Arit. art, 57). Theoria de Indice es analogo ad theoria de 
logarithmo. 

•1 "Ind(&,p) £ 0— (p — 2) 

•2 Ite n*x3(a x eb+np) •3 he'Tn<Mb,p)+n(p—l) 

“lnd(l,p)=0 


•3 
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■4 n Ind(a,p)=l 

•5 bs r-\-np 3- “Ind (b,p) e “Ind(c,p)+n( p —1) 

•6 “Ind (bc,p) e “Ind(b,p)-K'Ind(c,p)+n(p—1) 

•7 weN, 3- “Ind (b m ,p) £ mx'‘Ind(b,p)-\-n(p— 11 
•8 cfiRprp 3- c Ind(&,p)X“Ind(c,p) £ “Ind(&,p)-J-n(p—1) 

•9 afiRprp 3 ; cfiN, . D (c,p —1)=1 .3- aC £ Rp r P 

41. p£Np-t2 . afiRprp . b,c £ n-np 3 : 

■1 gss( p,b) = (p— 1)/D[(p—l),°Ind(&,p)] 

•2 «fiN, . k£W'X3(px" £C+\\p o- 

nX°Ind(A,p) £ °Ind(c,p)—“Ind(6,p)-|-n(p—1) 

In propositione ’2 es uno methodo ut resolve congruenza 
binomio bx n £C-\-np (v. Arndt, J. f. math., t. 31, a.1846, p. 333). 
Ut applica ce methodo oporte tabulas de indice, prò que 
v. Gauss, Disqu. Aritli., tabula de indice de numero primo 
ex 3 usque ad 97 ; — Tchebtchef, Teoria delle congruenze 
(trad. Massarini), v. P 39‘4. 

^ 42. , pt'Np-f2 . me N t 3- 
•0 Rprp”* = n* £C3[gss(p m ,ac) = 0//"] Df 

•1 mfiNj +1 3- Rpi'p” = Rprp* 

•2 Num[l— (p m — 1) » Rprp m ] = 00P” 

JLebesgue, J. de Matli., t. 19, a.1854, p. 289, 334j 

% 43. mfiN, . pe Np-t2 . a£ Rprp m . b,c£ n-n p 3 : 

•o n Ind(i»,p) = min[N 0 « X3(n x £ &-|-np m )] . Df 

• i "lnd(b,p) £ O-(0p m —1) 

•2 ks n« X3{a x £ b-\-np m ) 3- fe'‘lnd(&,p m )-fnx0p m 
•3 °Ind(l,p m ) =0 
•4 "Ind(a,p m ) =1 

•3 b£ c+np m 3- °Ind(b,p m ) £ “Ind(c,p m )+nX0p m 
•6 "l\\d(bc,p m ) £ < Tnd(&,p"‘)+'Tnd(c,p m )+nX0p m 
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•7 nfc'Nj 3- "Ind(b'‘,p m ) e nx“Ind(fc,p)+nX^p“ 

•8 ceRprp’* 0. C lnd( 6 ,p m )x“lnd(c, 2 ) w ) e a lnd(&,p m )+nx $p’" 

•9 ceNj. D(c,0p m ) =1 .3 a ° £ R P r P"‘ 

* 44. , Hp43 3 : 

i gss (p m ,b) = d>[) m D [ 0p m ," lnd(b,p M ) ] 

•2 n=mp[p,6| s gss(p,6)—1] . m^n 3- "Ind(b,p m ) e N 0 Xp” 1 

•3 — -. m<,n 3- - £ N o x P m l 

■4 neN 1 . ke n *x3(bx n e c-\-irp m ) D- 

nX"lnd(k,p m ) e "lnd(c,p m )-' l lnd(b,p m )+nX^p m 

45. me N„ 3: 

■0 Rpr2 m = n" a?3[gss(2 m ,o:) = 02 m ) Df 

■\ Rprl = n 

•2 Rpr2 = 2n+l 

•3 Rpr4 = 4n—1 

■i me N,+2 .3 -[5 Rpr2 m 

•S me N t . be 2n+l 3- a(«,2/)3[a?,y« N 0 . be (—l) x 5» 4-n2 m ] 
(Gauss, Disqu. Arith., art. 91 j 

* 46. me i%l\u2 . ae Rpr2 m . be 2n+l 3- 

•0 "Ind(ò,2 m ) = min [N 0 '\r3(a x e6+n2 M ) ] Df 

■i "Ind(6,l) = 0 

•2 ae 2n+1 3- "Ind(b,2) = 1 . 

•3 ae 4n— 1 3- “Ind(b,4) e «CUI 

3 j£ 47-0 m£N t . be 2n+l 3- Ind(6,2 m ) = 

i(x,y) 3 \xe tOwtl . y = min N »y3[be (—l)"5 y +2'"n]j Df 

Ind(&,2 m ) es appellato systema de indices de b secundum 
modulo 2 m . Si es m^2, nos potè semper loque de systema de 
indices. 

N. Amici in articulo Risoluzione della congruenza x"‘=b 
( mod. 2*’),Rend. Circolo Mat. di Palermo, t. 8, a.1894, pp. 187-201, 








— sc¬ 


appella «radice quasi primitivo di 2 V » numero que pertine ad 
exponente 2 1,-2 , et supra tali numeros pone fundamento de theoria 
de indices secundum modulo 2 V . Ipse ute ce methodo ut resolve 
congruenza x m eb-\-2 V n, et a x eb- (-2’’ n, sed me inveni formula de 
resolutione prò congruentia x m eb-\-2 v n, v. P31’S. 

^ 48. meN, 3- 

•0 JRprm = n'VC3[gss(m,5c) = <Pm] 

•1 gRprm .=. '/H£tlwf2u4u(Np-f2)| v N 1 wi2(Np-<2)| s N 1 
(Gauss, Disqu. Arith., art. 92j 

Si m non liabe radice primitivo, Dirichlet defini systema 
de indices de m, Beri. Abh, a.1837, p. 45 = Werke, t. 1, p. 313, 
aut Vorlesungen, suppl. 5. — V. et Bennett, London Trans., 
t. 184, a.1893, p. 189, ubi es et tabulas. 


§8 Applicationes 

49. aeN, 3: 

•l n » X3(x"~' e 1+na) = 

n'VP3|.'rf^mlt[D(a,p—1)| p.Np'Vt/NJ—1 £na| 

•2 Num[l—(a— 1) *x3(of~*e 1+na)] = i7[D(a,p—l)|p,Np''o/N,| 
'3 p,qe Np-«2 . a£n’+ng-n<7 3- af'(pq-l) e 1+pqn 
•31 pE Np"4N,+3. 2p —1 £Np ~ 3^p(2p— 1)£ l-(-N 1 Xp(2p—1) 
•32 pE Np"4N,+l . 2p —1 fNp 3- 2f'p(2p—1) £ l+N,Xp(2p— 1) 

•33-.-O- 3| s p(2p—1) £ l+N,Xp(2p—1) 

•3A pE Np^O^+l . 2p— 1 £Np .3 10| v '/)(2p—1) £ 1 +N, x.p(2p — 1 ) 
(•!••• 34. v. meo scripto, sui numeri composti etc., Annali di M., 
s. 3., t. 9, a. 1903, pp. 139-160j 

50M pt'N, . «fin . D(«,yj)=l . gss(p,a)=p—1 3- peNp 
(Llicas, Sur la recherche des grands rombi'es premiers, Congrès 
de derniont-Ferrand, a.l876j 

•2 q£ Np « 4N„+1 3: 2<7+l £ Np .=. 2'< +1 £ N,X(2<7+1) 











•3 gfiNp * 4N 0 +3 2g+1 £ Np — 2' 1 1 £ N,X(2g+l) 

|Lucas, Congrès du Havre, 1877J 

■i qs Np ry. 4<7+1 £ Np .=. 

2fa+2N(g+l)/2]+l-2fg—2N(g+l)/2]+l £ N 0 (4g+1) 

•5 me 2f^N t 0 : 2 ”‘+ 1 £ N P •=• ^(2 W —1)+1 e N,x(2"'+1) 
JProth, Corr. N. a. 1878, t. 4, p. 210. Theoremas analogo circa 
numeros primo de forma 2 m +l trade Pépin, Compt. R. 
de l’A. de Paris, 1877, 2° sem., p. 329. Lucas tribue ad 
se ce P in praefatione de suo Thèorie des Nombres, 
s^d ibi.es errore typographico. 

•6 qs Np « 4N 0 +3 r): 6g+l £ Np .=. 2|\3g+l £ N t X(6g+l) 

•7 qs Np «4N,+ 1 O: 6g+l £ Np .=. 2^—1 £ N 1 x(6(/+1) 

•8 me Nj+1 . g £Np*[ N 1 +(9| s 2 m_ *— 1 )/2”* +l ] O- 
2 m q+l £ Np .=. 3f'2"- , g+l £ N 1 Xv2"‘g+l) 

Vide meo scripto Delle congruenze binomie etc., Periodico 
di Mat., 1903, p. 330. 

P-3 es in FI902 , §Np7 4, sed non in forma completo. 

P-5 = F1902 , §Np7-2. 






